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La Rivisitazione






CAPITOLO VIII

OPTION PRICING: UN APPROCCIO DETERMINISTICO
NON LINEARE COMPLESSO

1. INTRODUZIONE

In letteratura é, pilt o meno recentemente, apparso un crescente numero di
risultati empirici relativi all’indagine delle ipotesi classicamente soggiacenti
alle leggi di evoluzione dei prezzi, tradizionalmente

r(t 4+ At) = P(t + At) — P(t) ~ N(pAt, 0® At) (1.1)

ra(t + A1) = In[P(t + At)] — In[P(t)] ~ N(uAt, o* At).  (1.2)

L’evidenza empirica della parziale inadeguatezza di queste ipotesi,
unitamente agli specifici risultati empirici conseguiti, ha condotto molti
autori a congetturare ed a proporre ipotesi alternative.

Ad esempio, le costanti presenze di leptocurtosi, di asimmetria e di instabilita
della varianza nelle distribuzioni di frequenza delle variazioni sia dei prezzi
che dei loro logaritmi, hanno condotto molti autori a congetturare per queste
ultime una distribuzione di probabilita Pareto-Lévy stabile ([Cootner P.,
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1963], [Fama E. F., 1963], [Mandelbrot B. B., 1963b], [Fielitz B. D. et al.,
1972), [Leitch R. A. et al., 1975], [Rozelle J. et al, 1980], [Simkowitz M. et
al., 1980], [Fielitz B. D. et al., 1983], [Akgiray V. et al., 1988], [Walter C.,
1990], [Canestrelli E. et al, 1991b], [Brasolin A. et al, 1992], [Corazza, M.
et al., 1993b], e CAPITOLO V) o una distribuzione data da una mistura
di distribuzioni di probabilitda Gaussiane e/o Pareto-Lévy stabili ([Fielitz B.
D. et al., 1983] e [Helms B. P. et al., 1985]). Altri autori, rigettando l'ipotesi
di efficienza in forma debole dei mercati finanziari mediante la conduzione
di tests sull’ipotesi di dipendenza (non solo lineare) delle variazioni sia del
prezzi che delle loro trasformazioni logaritmiche ([Greene M. T. et al., 1977],
[Greene M. T. et al,, 1979], [Lo A. W, 1991], [Peters E. E., 1991b], [Booth
G. G. et al., 1992], [Corazza M. et al., 1993a], [Corazza M. et al., 1993c],
[Helms B. P. et al., 1984], [Peters E. E., 1994] e CAPITOLO VI), hanno
congetturato la non-markovianita per i processi stocastici che generano tali
variazionl.

A tali ipotesi alternative, ottenute dall’assunzione delle congetture proposte
in ambito stocastico, si sono recentemente affiancate delle ipotesi alternative
proposte in ambito deterministico, ipotesi che assumono legg delle variazioni
sia dei prezzi che dei loro logaritmi descrivibili da dinamiche deterministiche
non-lineari complesse o caotiche ([Gori F. et al, 1989], [Scheinkman J. A. et
al., 1989), [Hsich D. A., 1991], [Peters E. E., 1991a], [Peters E. E., 1991b],
[Malliaris A. G. et al., 1992] e [Peters E. E., 1994]). E da notare come anche
le congetture soggiacenti a queste ultime ipotesi alternative siano indotte
da un crescente numero di risultati empirici relativi alla determinazione del
valore di alcuni opportuni indicatori di non-linearita complessa o caoticita
([Hinich M. J. et al, 1989], [Brasolin A. et al., 1992], [Corazza M. et al.,
1993b], [Peters E. E., 1991a], [Peters E. E., 1991b], [Peters E. E., 1994] e
CAPITOLO VII).

Questo capitolo propone la determinazione di una formula per la valutazione
del valore di equilibrio (parziale) di una opzione call di tipo europeo
nell’ipotesi in cui la legge degli incrementi dei logaritmi dei prezzi
sia descrivibile da una dinamica deterministica non lineare complessa o
caotica. In particolare, nelle sezioni 2. e 3., rispettivamente, si illustrano
sinteticamente gli aspetti teorici e gli assunti economico-finanziari necessari
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per la determinazione di tale formula; nella sezione 4. si ricava un’equazione
differenziale alle derivate parziali che descrive la dinamica del valore di
equilibrio della opzione call di tipo europeo; nella sezione 5. si determina la
soluzione della equazione differenziale alle derivate parziali precedentemente

ricavata; nella sezione 6. si presentano delle osservazioni e considerazioni
finali.

2. ASPETTI TEORICI

Gli aspetti teorici necessari per determinare quanto prospettato nella sezione
1. riguardano, oltre a quanto trattato nel CAPITOLO IV, un risultato
che permette di identificare una classe di sistemi dinamici. In particolare,
poiché in letteratura non esiste uniformita di pareri sugh aspetti definitor
degli “oggetti” inerenti alle dinamiche caotiche, in questo capitolo ¢i si rifa
alle definizioni ed ai risultati verso i quali ¢’¢ pit diffuso consenso'.

(2.A) Classe di sistemi dinamici caotici: sia dato un sistema dinamico
continuo f : I — I, con I C R, e siano dati tre punti a,b,c € I, tali che

b= f(a), c = f*(a) e d = f*(a), i quali soddisfino

d<a<b<c (0 d>a>b>c). (2.4)

Allora

(2.A.1) in corrispondenza di ogni numero intero k > 0 esiste un punto
periodico di periodo k appartenente a I;

(2.A.2) esiste un insieme S C I, non numerabile e non contenente punti
periodici, che soddisfa le seguenti condizioni:

(2.A.2.1) per tutti i punti z, y € S, tali che v # y, si ha

lim sup " (z) - £ (v)| > 0 (25)

n-— + 0o

1 |5 da porre in evidenza come, per le esigenze specifiche, tali definizioni e risultato

siano relativi all’ambito uni-dimensionale.
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liminf | /" () = f"(y)| = 0; (2.6)
(2.A.2.2) per ogni punto z € S e per ogni punto periodico z € I si ha

limsup |f*(z) — f"(2)| > 0. (2.7)

n— + 00
Questo risultato, dovuto a Li T.-Y. e Yorke J. A. ([Li T.Y. et al, 1975]),
permette di identificare come classe di sistemi dinamici caotici nel senso
specificato nel CAPITOLO IV quella i cui componenti siano continul (in
I) e abbiamo un punto periodico di periodo 3. In particolare, in tale classe
& anche contenuta una delle sotto-famiglie di sistemi dinamici caotici pin
indagate in letteratura, quella delle mappe uni-dimensionali, uni-modali, non
lineari, ad un parametro f : [0,1} — [0,1], tali che

f(p;0) = f(p;1) =0 (2.8)

dove
t € [Hamin > bmas ): pParametro
e

fluse) = max {flu;=(1)]}. (2.9)
0<z(t)< 1

E da porre in evidenza come il “regime dinamico” o, equivalentemente, il
luogo d’equilibrio associato alle mappe appartenenti a tale sotto-famigha,
sia univocamente determinato dal valore assunto dal parametro p, il quale,
dunque, ricopre un ruolo cruciale. In particolare, all’'aumentare del valore di
tale parametro, il corrispondente “regime dinamico” o, equivalentemente, il
corrispondente luogo d’equilibrio, diventa progressivamente pit “complesso”
fino al raggiungimento del “regime caotico” o, equivalentemente, del luogo
d’equilibrio strano (per maggiori dettagli si veda [May R. M., 1976}, [May R.
M. et al., 1976] e [Medio A., 1992]).

9 . . . . . . . “y ey .
> Per questa ricchezza dei “regimi dinamici” assumibili, tali mappe sono anche

denominate sistemi dinamici (deterministici) non lineari complessi.
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3. IPOTESI ECONOMICO-FINANZIARIE

Le ipotesi economico-finanziarie necessarie per determinare quanto prospet-
tato nella sezione 1. si sostanziano, dapprima, nella legge delle variazioni delle
trasformazioni logaritmiche dei prezzi; successivamente, nella definizione di
un criterio di formazione del valore dei prezzi; infine, nelle loro conseguenti
implicazioni sulla ipotesi di efficienza del mercato dei capitali (nelle sue varie
forme). :
(3.A) Legge delle variazioni delle trasformazioni logaritmiche dei prez-

zi: si assume che tale legge sia descrivibile da una dinamica deterministica
non lineare complessa; in particolare, si assume che sia descrivibile da
una mappa uni-dimensionale, uni-modale, non lineare, ad un parametro
appartenente alla classe introdotta in (2.A). E da porre in evidenza come
una tale assunzione permetta di rappresentare una vasta gamma di “regimi
dinamici”, partendo da quelli semplici caratterizzati da un attrattore quale
il punto fisso, passando per quelli complessi caratterizzati da un attrattore
quale il ciclo limite e giungendo a quelli caotici caratterizzati da un attrattore
quale Dattrattore strano. Poiché la determinazione di un dato “regime
dinamico” & univocamente dovuta al valore assunto dal parametro u, questo
ultimo si pud intendere come una sorta di misura sintetica delle situazioni
esogene alla specifica realtd finanziaria considerata, situazioni quali, ad
esempio, quelle economiche, latamente finanziarie, politiche, sociali, ... . In
particolare, poiché tali situazioni esogene sono mutabili nel tempo, anche lo
stesso parametro p (che ne & una sorta di misura sintetica) risulta variabile col
tempo o, equivalentemente, u = u(t), con u(t) : [0, +0o[—= [fmin [imaz ] € COI
u(-) € C*. Da cio si ha la seguente legge delle variazioni delle trasformazioni
logaritmiche dei prezzi:

2(t) = flu(t); 2(t — 1)) (3.1)

E da notare come, poiché z(t) € [0,1] e poicheé, in generale, ry(t) €
[rominsT2maz ), CONTomin < Tamaz, risulti evidente la necessita di specificare
la seguente biezione tra la variabile z(t) e la variabile r,(t):

oty = 12 = Tamin (3.2.1)

T2,m axr T2,min
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In particolare, se con evidente significato finanziario, si pone Ty mip, = —1 €

Ty mar = 1 dalla (3.2.1) si ha

t 1
o(t) = l%%i— (3.2.2)
o, equivalentemente,
‘ ry(t) = 2z(t) — 1 (3.2.3)

e si ha

111[P(t-1)]“ln[P(t“z)H’l} } /(3.3.1)

P(t)=P(t—1)exp{2f{#(t); 8

Q.
HI“’

Glu(t); P(t — 1), P(t — 2)|'Z (3.3.2)
Flu(t); P(t —1)] (3.3.3)

9

IIIm

dove

Gl;-, ], F[-;-]: funzioni che preservano la non linearita complessa della f{-;-}
(per la dimostrazione si veda TAPPENDICE A).

E anche da porre in evidenza come 1’assunzione di una legge deterministica,
anziché stocastica, per le variazioni delle trasformazioni logaritmiche dei
prezzi non si traduca sic et simpliciter nell’automatico annullamento
dellincertezza relativa alla conoscenza dei valori delle variazioni stesse.
Infatti, in questo approccio si hanno, almeno, le due seguenti fonti di
incertezza®:

(3.A.1) quella associabile alla conoscenza imprecisa del parametro p(t) a
causa della sua natura di misura sintetica delle situazioni esogene alla
specifica realta finanziaria considerata;

(3.A.2) quella associabile alla conoscenza imprecisa del valore della condizione
iniziale (o) = [r2(to) + 1]/2 a causa di quanto si specifica nella sezione 4.

del CAPITOLO IV.

3 Tali fonti di incertezza possono essere formalizzate mediante, ad esempio, 1 metodi e

gli strumenti propri dell’ambito stocastico, della logica sfocata, ... .
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In particolare, la prima fonte di incertezza ha un uguale “impatto” sulla
conoscenza dei valori delle variazioni dei logaritmi dei prezzi quale che sia il
“regime dinamico” (semplice o complesso o caotico) dello specifico sistema
finanziario considerato, mentre 'analogo “impatto” della seconda fonte di
incertezza & minimo per un “regime dinamico” semplice (caratterizzato da
un A < 0)*, & medio per un “regime dinamico” complesso (caratterizzato
da un A = 0), & massimo per un “regime dinamico” caotico (caratterizzato
da un A > 0), unico regime in corrispondenza del quale il sistema dinamico
mostra dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali.

(3.B) Definizione di un criterio di formazione del valore del prezzo: s1

assume che tale criterio sia definibile in funzione di un dato insieme
di informazioni e si assume che quest’ultimo insieme possa variare in
funzione dell’“ente economico” che lo detiene, a causa del differente grado
di accessibilita alle informazioni disponibili (sia pubbliche che private) che
ognuno di questi “enti” ha. In particolare, poiche I'insieme completo delle
informazioni disponibili non & noto, anche il prezzo “vero” della specifica
attivitd finanziaria considerata risulta non noto, da cui si ha

P (t) = g7 (@ (t — 1)) (3.9)

dove

P*(t): prezzo “vero”, non noto, della specifica attivita finanziaria al momento
t,

®*(t — 1): insieme completo delle informazioni rilevanti disponibili al
momento ¢ — 1, con & (t — 1) D UX, ®(t — 1), con N numero degli “ent1”
operatori economici e con ®i(t — 1) insieme delle informazioni aggiuntive
rilevanti disponibili all’i-esimo operatore al momento ¢ — 1 (per maggiori
dettagli si veda il proseguio);

g~ [-]: funzione di formazione del prezzo “vero”, non nota.

Relativamente all’“ente economico” mercato, ovvero a quell’istituto le cul
determinazioni vengono assunte come punti di riferimento dagli operatorl
economici, si ha il seguente criterio di formazione del valore dei prezzi:

PM(t) = g™ [@" (¢t = 1)] (3:5)

4 Tale impatto & nullo asintoticamente.
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dove

PM (t):prezzo di mercato, noto, della specifica attivita finanziaria considerata
al momento ¢,

®M (¢t —1) C ®* (¢t — 1): insieme, noto, delle informazioni rilevanti disponibili
al mercato al momento t — 1,

g™ [-]: funzione di formazione del prezzo di mercato, nota.

E quasi superfluo porre in evidenza come, per la specificazione M (t-1)C
®*(t — 1), ovvero per l'impossibilita che ha I’“ente economico” mercato ad
accedere a tutte le informazioni rilevanti disponibili, si abbia

P*(t) — PM(t) = d" (t), t € [0, +o0] (3.6)

dove

d (t) € [dnin
A loro volta, gli “enti” operatori economici, assunte come punto di riferimento
le determinazioni del mercato (P™(¢), ®¥ (¢t — 1) e ¢™[]), definiscono

razionalmente il seguente criterio di formazione del valore dei prezzi:

0[U]0,d™ . ].

7 mazx

Pi(t) = ¢'[@" (t — 1) U &' (¢t — 1)] (3.7)

dove

Pi(t): prezzo dell’i-esimo operatore della specifica attivita finanziaria consi-
derata al momento ¢,

®i(t—1): insieme delle informazioni aggiuntive rilevanti disponibili all’--esimo
operatore al momento t — 1, con ®*(t — 1) € ¥ (¢t - 1),

gil] = h{gM[],® (¢t — 1)}: funzione di formazione del prezzo dell’z-esimo
operatore.

In particolare, se ®'(t — 1) = 0, ovvero se '1-esimo operatore non dispone di
informazioni aggiuntive, allora

Pi(t) = PM (¢) (3.8)
o, equivalentemente,
g'[@M (t = 1)] = g™ [2™ (t = 1)], (3.9)
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se, invece, ®'(t — 1) # 0 e ' (t —1) C ¢t —1) e O (t - 1) # (¢t —
D\®M (¢t — 1), ovvero l'i-esimo operatore dispone di alcune informazioni
aggiuntive, allora si ha

Pr(t) — P(t) = d'(¢), t € [0, 4o00] (3.10)
dove
dt(t) 6 [dmin7dmaa:]7 con ,dr{‘rll[in < dﬁnin S O S dina:v < dil"nlaa:

e, per la razionalitd degli operatori economici, ovvero per la loro capacita di
formare dei valori del prezzo non “peggiori” all’aumentare della quantita di
informazioni aggiuntive rilevanti loro disponibili, si ha

Pt —-1)CP(t—1) <« |d@)| > |d ()], t €[0,+o0] (3.11)

con t # j,

e se, infine, ®(t — 1) # P e (t - 1) C P (t=1)e @ (t - 1) = &(t -
1\®M (t — 1), ovvero I'i-esimo operatore dispone di tutte le informazioni
aggiuntive, allora si ha

P*(t) — Pi(t) = r%%n(ldf(t)|) >0, t€0,+o0] (3.12)

E da porre in evidenza come le varie funzioni di formazione del prezzo
precedentemente introdotte (¢°[-], ¢™[] e ¢'[]) determinino, seppur
implicitamente, anche i valori di tutte quelle quantita utili per la formazione
del prezzo stesso, quantitd quali, ad esempio, u(t). E anche da porre 1n
evidenza come la definizione di un tale criterio di formazione del prezzo
comporti la conoscenza imprecisa del valore della condizione iniziale per la
(3.1) da parte dell’i-esimo investitore, cioe come si abbia

a (to) — z(to) = ¢*(to) (3.13)

dove

x*(ty): valore della condizione iniziale disponibile all’z-esimo investitore,

¢ (to) = In{[P* (t0) — o (o ))[P* (to — DI/[P* (to — 1) — di(ts — 1)][P*(10)]}/2
(per la dimostrazione si veda ’APPENDICE B).
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La seconda di queste due ultime specificazioni quantifica I'incertezza di cui
al punto (3.A.2).
(3.C) Implicazioni sulla ipotesi di efficienza del mercato dei capitali: le

implicazioni su tale ipotesi conseguenti dagli assunti introdotti in (3.A) ed
in (3.B) si possono variamente sostanziare. In particolare, se, banalmente,
®'(t—1) = 0 per ognit € {1,..., N}, dove N ¢ la numerosita degli operatori
economici, ovvero se ogni operatore non dispone di informazioni aggiuntive,

allora, per le (3.7), (3.9) e (3.5), si ha
Pi(t) = g'[@M (t—1)UD) = ¢'[@Y (¢ = 1)) = g" [8" (t = 1)] = P (1) (3.14)

o, equivalentemente, si ha 'accettazione dell’ipotesi di efficienza del mercato
dei capitali; se, invece pil realisticamente, ®'(t — 1) # @ per almeno un
i € {1,...,N}, ovvero se almeno un operatore dispone di alcune o di tutte
le informazioni aggiuntive, allora per quell’i-esimo operatore, per le (3.7),

(3.10) e (3.5), st ha
Pi(t) =g @M (¢t -1)ud(t-1)] #¢"[@" (=D =P" (1)  (3.15)

o, equwalentemente si ha il rifiuto dell’ipotesi di efficienza del mercato dei
capitali. E da porre in evidenza come si abbia l'accettazione od il rifiuto
dell’ipotesi di efficienza del mercato dei capitali nella forma (o debole o
semi-forte o forte) implicata dalla tipologia delle informazioni contenute na

oM (¢ — 1),

4. DINAMICA DEL VALORE DI EQUILIBRIO DI UNA OPZIONE
CALL DI TIPO EUROPEO

In questa sezione si ricava un’equazione differenziale alle derivate parziali che
descrive la dinamica del valore d’equilibro (parziale) di una opzione call di
tipo europeo nellipotesi in cui la legge delle variazioni delle trasformaziom
logaritmiche dei prezzi sia descrivibile da una dinamica appartenente alla
classe introdotta in (3.A). In particolare, per la determinazione di tale

466



equazione, oltre agli assunti economico-finanziari introdoti in (3.A), (3.B)
e (3.C), sono anche necessari i seguenti assunti “classici” relativi agli aspetti
topici delle attivita finanziarie, delle opzioni e del mercato:

(4.A) si assume che le attivita finanziarie non producano flussi derivati
quali, ad esempio, i dividendi,

(4.B) si assume 'assenza dei costi di transazione e dell'imposizione
fiscale sia per le attivitd finanziarie che per le opzioni,

(4.C) si assume la impossibilita di effettuare arbitragg,

(4.D) si assume che le contrattazioni avvengano con continuita nel
tempo,

(4.E) si assume che lintensita istantanea di rendimento di una attivita
finanziaria priva di rischio sia noto e sia costante nel tempo,

(4.F) si assume che sia possibile ricevere in prestito ammontari di
danaro al tasso di interesse di una attivita finanziaria priva di rischio,

(4.G) si assume la possibilitd di vendere allo scoperto le attivita
finanziarie.
Dato quanto da ultimo premesso, dalla (3.3.3) si ha la seguente dinamica del
valore del prezzo®:

OF oF

dP(t) = dF = mdu(t) + 575(25—_—7)

dP(t — 1). (4.1)

E da porre in evidenza come, nella deduzione della (4.1), il parametro u(t) sia
stato considerato come una variabile; cid per la sua natura di misura sintetica
delle situazioni esogene alla specifica realta finanziaria considerata e, dunque,
mutabile col tempo, come specificato in (3.A). Invece, relativamente alla legge
che definisce il valore della opzione call di tipo europeo, si ha (ad esempio si

veda [Cox J. C. et al., 1985])

C, = Clt, P(t)] = C{t, Flu(t); P(t — 1)]}, (4.2)

5 Da qui in poi, per una maggiore semplicita di notazione, s1 omettono gli argomenti
della F[,u(t); P(t — 1)], peraltro reintroducendoli ogni qual volta tale omissione possa

generare ambiguita.
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dove
C{-,-}: funzione che preserva la non linearitd complessa della F[:;-], con
C{-,-} € C* e, classicamente, con 9C, /0t < 0 e C,;/OP(t) > 0,

dalla quale & possibile ottenere la seguente dinamica:

6 Ct 8 Ct a C’t aCt

dCt En —dt + BP(t) dP(t) o —dt + —a—]s‘(‘BdF (4.3)
Sostituendo la (4.1) nella (4.3) si ha
oC, oc, | OF oF
dC, = o dt + 5P(®) 8u(t)d'u(t)+ aP(t—l)dP(t" D] . (4.4)

Ora, si considera un portafoglio composto da Np lotti minimi di acquisto
della specifica attivita finanziaria considerata, con Np non noto, e da Ne¢
lotti minimi di acquisto di opzioni call relative alla stessa attivita finanziana,
con N¢ noto, portafoglio per il quale si ha il seguente valore:

Dalla (4.5) & possibile ottenere la seguente dinamica
dW, = NpdP(t)+ NcdC,. (4.6)

Sostituendo la (4.1) e la (4.3) nella (4.6) si ha

dW, = N, [ aiﬁ) ult) + gﬁ%dﬂt - 1)} ¥
+Nc{a§' dt+£f;‘t) [8%)d,,t(t)+—a—£—f—;1—)dp(t—1)”:(4.7.1)
= N¢ 05‘65 t+ {Np—é%%—)—{—Ncé%%S—a%%}d (t)+
+ {Np-éjj—(a;:—f) + N¢ ai%) 8PZF— 1)} dP(t —1). (4.7.2)
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Questa dinamica del valore del portafoglio dipende funzionalmente anche
dalle due fonti di incertezza introdotte, rispettivamente, in (3.A.1), ovvero
dalla conoscenza imprecisa del parametro u(t), ed in (3.A.2), ovvero dalla
conoscenza imprecisa del valore della condizione iniziale z(t,) a causa
della conoscenza imprecisa del prezzo “vero” P*(t,) da parte dell’i-esimo
investitore. Al fine di annullare 'impatto su tale dinamica di una delle due
fonti di incertezza, si determina il numero di lotti minimi di acquisto della
specifica attivitad finanziaria da detenere nel portafoglio stesso per azzerare
il coefficiente che pesa la variazione della prescelta fonte di incertezza. In
particolare, per azzerare il coefficiente che pesa la variazione del parametro
u(t), tale determinazione si ottiene ponendo

oF oC, OF

Np —— + N, —_— = 4.8
" Bu) Y BP() Bt )
da cui si ha la seguente soluzione:

N = N 9C_ (4.9)

OP(t)’

mentre, per azzerare il coefficiente che pesa la variazione del prezzo P(t — 1),
tale determinazione si ottiene ponendo

oF oC, oF

Np ===+ N, =0 4.10

PEP(t—1) "¢ aP(t) 0Pt - 1) (4.10)
da cui si ha la seguente soluzione: : »
oC

ap(t-1) _ _pp GYt 411

Ne “oP(t)’ (411)

E da porre in evidenza come le due distinte determinazioni Nﬁ“(') e N,‘ip(t_ b

siano identiche, da cui sostituendo la (4.9) o, equivalentemente, la (4.11) nella
(4.5), mediante alcuni elementari passaggi algebric, si ha

e
P (t)

W, = Ne P(t) + C. (4.12)
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e, sostituendo la (4.9) o, equivalentemente, la (4.11) nella (4.7.2), mediante
alcuni elementari passaggi algebrici, si ha

aC,
ot

dW = Ne —dt. (4.13)

Ora, la dinamica del portafoglio cosi immunizzato deve replicare la dinamica
di una attivitd finanziaria priva di rischio, cioé si deve avere

dw,
W,

= §dt (4.14)

dove
§: intensita istantanea di rendimento di una attivita finanziaria priva di ri-
schio.
Sostituendo la (4.12) e la (4.13) nella (4.14), mediante alcuni elementari
passaggi, si ha
(0C, /ot)dt
—P(t)(0C,/OP(t)) + C,

da cui, infine, mediante altri elementari passaggi, si ha la seguente dinamica

= §dt (4.15)

del valore d’equilibrio (parziale) di una opzione call di tipo europeo:

oc, ac, ( ac, ac, )
o =40 —P(gpes (o St =60+ 8P 5505 =0 (416)

E da porre in evidenza come tale equazione differenziale alle derivate parziali
differisca da quella proposta per la stessa dinamica da Black F. e da Scholes
M. ([Black F. et al., 1973]) per l'ulteriore “presenza addizionale” in questa
ultima di un termine di secondo grado ed ¢ anche da porre in evidenza come,

in particolare, valga la seguente relazione:

[ac, L spge 22C L _9G o _
Uh_lﬁl){ 5 6Ct+6p(t)6]3(t) 2 [P(®)] 8[P(t)]2} Y —6C, +5P(t)‘é‘]‘5(“t5 0

(4.17)
dove
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lim,_{-}: limite il cui argomento specifica la dinamica derivata da Black
F. e da Scholes M.,

o: scarto quadratico medio di un processo stocastico del tipo moto Browniano
standard che, secondo le ipotesi assunte da Black F. e da Scholes M., descrive
le variazioni delle trasformazioni logaritmiche dei prezzi.

5. SOLUZIONE DELLA (4.16)

In questa sezione si determina la soluzione della equazione differenziale
quasi lineare non omogenea alle derivate parziali del primo ordine (4.16) che
descrive la dinamica del valore d’equilibrio (parziale) di una opzione di tipo
curopeo. A tal fine ¢ opportuno riesprimere la (4.16) stessa nella seguente
forma:

ac,
8P(1)

+ S[C, P(t), 1] 866;‘ (5.1)

QI[C., P(t),t] = R[C,, P(t),t]

dove

Q[C,, P(2),t] = 6C,,

R[C,, P(1),t] = 6P(t),

S[C,, P(1),t] = 1.

Ora, assunta la continuita della Q[C,, P(t),t] = 6C, in [0,T] x R{, data,
per le (3.1) e (3.3.1), la continuita della R[C,,P(t),t] = 6P(t) in Ry,
data, banalmente, la continuitd della S[C,, P(¢),t] = 1 e dato, per la
terza specificazione della (5.1), il non simultaneo annullamento delle Q[ -, ],
R[-,-,-] e Q[,-, ], mediante la integrazione del sistema ausiliario di Lagrange
di equazioni differenziali ordinarie, si ha la seguente soluzione generale della
(4.16) espressa in forma esplicita rispetto alla C, (per maggiori dettagli s1

veda, [Elsgolts L. E., 1981}):
C, = H{P(t)exp[§(T — t)]} exp[—6(T — t)] (5.2)
dove
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H[): funzione arbitraria.
E da porre in evidenza come, al momento ¢t = T', debba essere rispettata la
seguente condizione finale:

Cr = H[P(T)] = max{0, P(T) — X} (5.3)

dove

Cr: valore della opzione call di tipo europeo al momento T,

X: prezzo di esercizio della opzione call di tipo europeo.

E anche da porre in evidenza come sia possibile determinare una interessante
soluzione particolare della (4.16) calcolando, in analogia a quanto posto in
evidenza nella (4.17), il limite, per o che tende a 0, della soluzione particolare
determinata da Black F. e Scholes M. per la loro equazione differenziale alle
derivate parziali. Dal calcolo di tale limite s1 ha

)]
)

(per la dimostrazione si veda I"APPENDICE C) che determina la
specificazione lineare della H|[-] arbitraria, specificazione lineare le cui solo

Ctz

{ 0 se P(t) < X exp[—6(T B i (5.4)

P(t) — X exp[—6(T —t)] se P(t) > X exp[—6(T

apparenti semplicitd ed ovvietd non devono trarre in inganno, date le
peculiaritd della dinamica (caotica) che descrive la legge di evoluzione del
prezzo P(t).

6. OSSERVAZIONI E CONSIDERAZIONI FINALI

In questa sezione si presentano le seguenti osservazioni e considerazioni finali
relative sia agli assunti economico-finanziari che ai risultati:

(6.A) Passunzione di un criterio di formazione del valore del prezzo
definibile in funzione di un dato insieme di informazioni, insieme variabile
in funzione dell’“ente economico” che lo detiene e, dunque, l’assunzione
dell’ipotesi di non omogeneitd informativa degli operatori economici, risulta
rappresentare questo specifico aspetto della realta economico-finanziaria piu
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realisticamente di quanto non lo sia dalla “classica” assunzione dell’ipotesi
di omogeneita informativa;

(6.B) le implicazioni sulla ipotesi di efficienza del mercato dei capitali
conseguenti dagli assunti economico-finanziari introdotti in (3.A) ed in (3.B)
si possono variamente sostanziare (“classica” accettazione o “pit realistico”
rifiuto della ipotesi stessa), la qual cosa risulta evidenziare la generalita di
un tale sistema di assunti, sistema che permette di rappresentare distinte e
alternative modalita di uno stesso aspetto della realta economico-finanziaria;

(6.C) interessanti particolarizzazioni della arbitraria funzione H[P(t)],
soluzione generale della (4.16), sono quelle che possono permettere il
“controllo” (in forma, ovviamente, non banale) dellimpatto della dinamica
caotica e, dunque, in sostanza, della sua dipendenza sensibile dalle condizioni
iniziali, che descrive la legge di evoluzione del prezzo P(t) sul valore della
opzione C|.

APPENDICE A

Sostituendo la prima delle due specificazioni della (3.1) nella stessa (3.1) si

ha

In[P(t)] — hlgp(t —DJ+1 f{ u(t): In[P(t —1)] — 12n[P(t -2+ 1}

dalla quale, mediante alcuni elementari passaggi, si ha

m[%} :zf{u(t);ln[P(t——l)]—;n[P(t~2)]+l} S (4

dalla quale infine, mediante alcuni altri elementari passaggi, si ha

P(t) = P(t— 1)6){13{ 2f{ (), 2= DL gﬂp(t — 2+ 1} - 1} L (A3)
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APPENDICE B

Sostituendo la prima delle due specificazioni della (3.1) nella (3.14) si ha

Ci(io) — [le (t02) + 1] . [TZ(tOZ) + 1] — %[T‘; (to) —T (to)] (Bl)

dove

ri(ty): valore della variazione iniziale delle trasformazioni logaritmiche dei
prezzi.

Sostituendo la (1.2) nella (B.1) si ha

. 1 . )
c(to) = E{In[P’(to )] = In[Pi(t; — 1)] — In[P*(to)] + In[P" (t, — 1)]}. (B.2)
Dalla (3.10) & possibile ottenere la seguente relazione

Ora, sostituendo la (B.3) nella (B.2) si ottiene la seconda specificazione della
(3.14), cioe si ha

¢ (to) = —12—{111[]3* (to) — d (to)] — [ P" (to — 1) — d*(t0)] — In[ P* (to)] +In[P* (to — )]} =

1 P i)t }
2 [P (to — 1) — di(to — 1)]P~(t0) )

(B.4)

APPENDICE C

Data la soluzione particolare determinata da Black F. e Scholes M. per la
loro equazione differenziale alle derivate parziali

C, = @ (dy)P(t) — D (dy)X exp[—6(T — 1) (c.1)
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dove

@y (-): funzione di ripartizione di una variabile casuale normale
standardizzata,

dy ={In[P(t)/ X &+02/2)(T—t)} o/ T —t={In[P(t)/ X H6(T—t)} /o VT —t+
(o/2VT—,

dy =dy —o/T —1t,

si ha, mediante alcuni elementari passaggi,

lim C; = lim @y (d,)P(t) — lim Oy (d; — VT — t) X exp[-6(T —t)]. (C.2)

o— 0 o— 0 ag— 0

In particolare, calcolando il limite del primo addendo del secondo membro,
s1 ha

_ In[P(t)/X] + 6(T —t) N
hm @N(dl)P(t) }]:“0@1\/{ O_m 2\/ }
_ { Oy (—o0)P(t) seln[P(t)/X]+6T —t)<0 _
T L@y (+00)P(t) seln[P(#)/X]+6(T —t)>0
_ { 0P(t) =0 se In[P(#)/X] +&(T —t) <0 (©3)
=V1P(#) = P(t) se ln[P(t)/X] + 6(T — ) > 0 '

dove
In[P(t)/X]+ 8(T —t) < 0 = P(t) < Xexp[-6(T — )],
In[P(t)/X]+ 8(T —t) > 0= P(t) > X exp[-6(T — 1)),

mentre, calcolando il limite del secondo addendo del secondo membro, si ha

lim &y (d; — oVT — )X exp[—6(T — t)] = }1_{1’(1) Oy (dy) X exp[—6(T —t)] =

4{ Py (—00)X exp[—6(T —t)] seIn[P(t)/X]+6(T 1) <0 _
Oy (+00)X exp[—6(T —t)] sen[P(t)/X]+6(T —1t)>0
_ {OX exp[—6(T—1)] se In[P@)/X]+6(T—1t)<0

1.X exp|—6(T - )]:: X expl—6(T—1)] se I[P, X]+8(T—)>0 (Y

Ora, sostituendo le (C.3) e (C.4) nella (C.2) si ottiene la (5.4).
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