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1. Introduzione

L'approccio classico relativo all’analisi dei
vari aspetti inerenti al prezzo P(t) delle attivita’
finanziarie (aspetti quali 1la natura dei processi
generatori, 1la struttura delle leggi dinamiche di
evoluzione, 1’indagine delle serie temporali, 1la
verifica delle implicazioni economico-finanziarie,

7

...), come si e’ venuto determinando in letteratura
fino dai primi pionieristici lavori di Bachelier L.
({21) e di Working H. ([20]1), si e’ sostanziato
nell’impiego, nello sviluppo e nella elaborazione di
ipotesi, di teorie, di metodi eidi strumenti propri
dell’ambito stocastico, tradizionalmente
sintetizzabili nella assunzione di indipendente ed
identica distribuzione di probabilita’ delle

variabili casuali

(1.1) P(t+At) - P(t), cont =1, 2, ..., N - At,
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per ogni prescelto valore di At, variabili casuali
che, congiuntamente, specificano un opportuno
processo stocastico (ad esempio si veda [10], [15] e
[16]). In particolare, nelle moderne teorie
economico-finanziarie, quali, ad esempio, quelle
sull’impossibilita’ di effettuare 1’arbitraggio e
sul derivative pricing, si e’ venuta a determinare
quale paradigma 1’assunzione dell’ipotesi di wuna
distribuzione di probabilita’ indipendente (per
maggiori dettagli si veda [15], [18] e [16]).
Peraltro, 1in un crescente numero di analisi
empiriche si e’ posta 1in evidenza 1la parziale
inadeguatezza dell’assunzione di una tale ipotesi, a
causa delle costanti presenze di auto-dipendenza
(non solo lineare) sia a breve-medio termine che a
lungo termine (ad esempio si veda [6], [7]1, [14],
[15], [11 e [16]). AQueste peculiarita’ hanno
condotto molti autori a rigettare 1’ipotesi di
efficienza in forma debole dei mercati finanziari ed
a congetturare la non-markovianita’ per 1 processi
stocastici che generano le variazioni sia dei prezzi
delle attivita’ finanziarie che dei loro logaritmi.
Tali risultati empirici hanno favorito un crescente
interesse nei confronti dei processi stocastici di
tipo “moti Browniani frazionari"” ([11], [12], (6],
{71, (141, [91, [151, [181, [11, [3]1 e [4]) dovuto
alla loro capacita’ di rappresentare processi

stocastici Gaussiani i cui generici incrementi siano
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stocasticamente dipendenti. In termini approssimati,
oghuno  di questi processi stocastici s puo’
interpretare come una somma, debitamente ponderata,
delle realizzazioni passate di un moto Browniano
standard (ad esempio si veda [11], [7] e [9]);
gquesta specifica caratterizzazione dei mot i
Browniani frazionari viene opportunamente
formalizzata mediante i1 calcolo differo-integrale
frazionario stocastico (ad esempio si veda [11]).

Questo lavoro si propone di determinare Jle
leggi finanziarie secondo le quali debba evolvere Jla
componente priva di rischio di un portafoglio
aleatorio immunizzato al fine di evitare la
possibilita’ di arbitraggi, nell’assunzione in cui
la dinamica della componente aleatoria di tale
portafoglio sia descrivibile mediante un moto
Browniano frazionario. In particolare, nella sezione
2. si illustrano sinteticamente gli aspetti teorici
necessari per la determinazione di tali leggi, nella
sezione 3. si ricava un’equazione differenziale
frazionaria che descrive la dinamica di una tale
componente priva di rischio di un portafoglio
aleatorio immunizzato, nella sezione 4. si determina
la soluzione della equazibne differenziale
frazionaria precedentemente ricavata e nella sezione
5. si presentano delle osservazioni e considerazioni
finali.

2. Aspetti teorici: i1 calcolo differo-integrale
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frazionario

11 concetto di differenziazione ed integrazione
di ordine non intero risale al 1695, anno 1in cui
Leibnitz parla di derivate di ordine reale e
complesso e da significato ad espressioni quali
”di/zx". Soltanto dopo piu di un secolo Liouville
(1832) opera e sviluppa questo campo di indagine,
applicando i risultati ottenuti a problemi di
meccanica e geometria.

Successivamente, Riemann (1847) da una
definizione di integrazione frazionaria, seguendo
1’impostazione di Liouville ([13] e [171).

Anche durante i1 XX secolo si assiste ad un
crescente interesse della ricerca in questo campo,
nonché alle possibili applicazioni del calcolo
frazionario alla risoluzione di problemi relativi ai
settori piu disparati. Per guesto motivo, esso pud a
rigore essere considerato come wuna parte della
matematica applicata, ed in questo senso va visto il
Convegno tenutosi nel 1974 su “"Fractional Calculus
and 1its Applications to the Mathematical Sciences”
([171).

Vediamo ora quali definizioni di 1integrale e
derivata frazionari sono stati dati in letteratura,
per la classe di funzioni f definite nell’intervallo
[a, b], che siano limitate in Ja, b] e ben definite
in x=a, cioé tali che li@ (x-a) f(x) = 0.

La prima definizione riguarda congiuntamente 1le

operazioni di 1integrazione (gq<0) e di derivazione
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(q2z0) frazionaria:

d¥f(x)
(2.1) — =
d(x-a)“
x-a -g ,
. ( N ) Va1 T(j-a) . X-a
= m ( T .Zo T (TR ))

dove I'(+) e’ l1a funzione Gamma di Eulero.

La seconda invece, nota come definizione di
Riemann—-Liouville, permette di definire 1’integrale

frazionario di ordine q<0 in questo modo:

X

q 2}
(2.2) 1o [ =927 £y ay.

d(x-a)’ I'(-q) a

Tale definizione si pud estendere al caso in

cui g20 (derivazione) nel seguente modo:

(2.3)

dqf(x) a" d¥ " f(x)
, h € N, n>q.

d(x-a)“ dx" | d(x-a)% ™ "

Le ultime due definizioni sono generalmente le
pid note e verranno da noi usate nel seguito.

Inoltre & stata data la definizione di derivata
di Riemann solamente per potenze intere positive:

d? xP T'(p+1) )
(2.4) = x P q, g20, peN.
dx I'(p-g+1)
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Analogamente, 1la derivata di Liouville viene

definita soltanto per le funzioni che assumono 1la

forma;
(2.5) f(x) = c. exp(b., x)
Lo J
e quindi
dif(x)
(2.6) ——-g;;~— =j=o cj bj exp(bj X).

Infine €& noto <come integrale di Weyl Jla
funzione seguente:

d¥f (x) 1 * e
f (x=y) %" f(y) dy, qeR.

-0

(2.7)

Cdx? I'(-q)
In particolare, quest’ultima definizione e’
utile per dare la seguente caratterizzazione del
moto Browniano frazionario secondo quanto presentato
in [11]:

]
(2.8) B,(1) = o8 [_i:{(t-s)“""%
t

H-0.5

~(-s) 1dB(s) + l(t—s)H'O'SdB(s)

dove He]O,'1[ e B(s) e’ i1 moto Browniano standard.

249



E’ da notare come i1 moto Browniano frazionario
risulti i1 differo-integrale di ordine H-0.5 del
moto Browniano standard.

Si pud dimostrare che tutte 1le definizioni
precedenti soddisfano le seguenti proprieta:

1) danno 1o stesso risultato della derivazione ed
integrazione classica quando g€lN oppure Qq€Z\N;

2) se q = 0, allora do/dx0 f(x) = f(x);

3) d¥dx? [a f(x) + B g(x)] = o d¥/dx? f(x) +
+ B d¥/dx? g(x);

4) d9/dx? dP/dxP f(x) = d¥P/dx?*P,

Come esempio di applicazione del calcolo
frazionario consideriamo la seguente equazione

differenziale:
(2.9) d9/dx? f(x)=F(x), F funzione nota e geR",

la cui soluzione si dimostra essere la funzione

(2.10) f(x) = d ¥/dx™? F(x) + ¢ x3V v o xTM,

dove 1le costanti c, sono arbitrarie e 0<qgs=m<g+1,
melN; in particolare, se gsO allora le c. sono tutte
nulle,

Un altro esempio 1interessante per 1le nostre

applicazioni risulta 1’equazione semi-differenziale
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seguente:

1/2

(2.11) dllz/dx f(x) + f(x)=0, f funzione non nota

che si risolve applicando ad entrambi {1 membri

dell’equazione 1’operatore di semi—-derivazione
dllz/dxllz, ottenendo
(2.12) d/dx f(x) + d""%/dx""? #(x) - ¢, x*'? = o;

1

1/2

sostituendo -f(x) al posto di d /dx“2

f(x) nella
(2.12) s ottiene una equazione differenziale

ordinaria lineare del primo ordine non omogenea:

(2.13) d/dx f(x) - f(x) - o, 372 o,
la cui soluzione e’

X
(2.14) f(x) = ¢c e + " J e ¥ c, y 3% gy,

3. Modello del regime dell’interesse composto
frazionario

I1 modello da cui si intende partire & ottenuto
generalizzando quello classico dell’ interesse
composto, assumendo che in un fissato intervallo
temporale [t,t+At] 1’interesse prodotto, ovvero 1la
variazione corrispondente di montante AM(t) =
= M(t+At)-M(t), sia direttamente proporzionale,
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secondo un coefficiente 6>0, che rappresenta sempre
1’intensita istantanea di interesse, al montante
stesso ed all’intervallo temporale At, secondo 1la

relazione seguente:
(3.1) AM(t) = M(t+At%)=-M(t) = & M(t) At% + o(at™)

dove o € ]0,1[, A% e 1’operatore differenza finita
di ordine o.

Dividendo ambo i membri per A% e passando al
Timite si ottiene 1’equazione differenziale

frazionaria:
(3.2) d¥/dt® M(t) = & M(t)

che pud essere risolta con il metodo proposto qui,
nel caso in cui « € ]0,1[ n Q.

La soluzione rappresenta il montante prodotto
in questo particolare regime dell’interesse composto

frazionario.

4. Metodo di soluzione di wuna versione della
equazione differenziale frazionaria (3.2)

In questa sezione si determina la soluzione
dell’equazione differenziale frazionaria (3.2) che
descrive come debba evolvere la componente priva di
rischio di un portafoglio aleatorio immunizzato al
fine di wevitare 1la possibilita’ di arbitraggi,

nell’assunzione in cui la dinamica della componente
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aleatoria di tale portafoglio sia descrivibile
mediante un moto Browniano frazionario. E’ da porre
in evidenza come in letteratura, in relazione a tale
famiglia di equazioni differenziali frazionarie, non
siano presenti metodi risolutivi generali, ovvero
validi per ogni valore assumibile da o
nell’intervallo 1o0,1[. In particolare, risulta
opportuno considerare quella sotto-famiglia di
equazioni differenziali frazionarie caratterizzate

da un «€® o, equivalentemente, tale che
(4.1) O<a=—< 1, Ym, n €N,

A tal fine e’ opportuno riesprimere la (3.2)

nella seguente forma:
(4.2) D™™ (M(t)) = & M(t).

Ora, dato quanto premesso nella sezione 2. 1in
relazione agli aspetti teorici relativi al calcolo
differo-integrale, applicando ad ambo i membri della
equazione differeziale frazionaria (4.2) 1’operatore
di differenziazione Dm“Y-), si ha

(4.3.1) D™ "(0™™ (M(£)))=D""" (& M(t))+c, t7 "M,

0o, equivalentemente, si ha

2(m/n) -(m/n)-1

(4.3.2) D (M(t))=6 D™'™ (M(t)) + c, t
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e, sostituendo 1la (4.2) nel secondo membro della
(4.3.2), si ha
2(m/n)

(4.4) D (M(t)) = 8 M(t) + ¢, t

~{m/n)-1
1 .

In generale, e’ possibile verificare che,
ijterando n volte la applicazione dell1’operatore di
differenziazione D™ "(+) ad ambo i membri della
equazione differeziale frazionaria di volta in volta

ricavata, si ha

(4.5) D" (P(t)) =
n-t (n-1-j)(m/n) “(m/n)-1
= 8" P(t) + 2,0, D S RN & Ty,
E’ da notare come 1’operatore di

differenziazione che compare nel primo membro della
(4.5) sia, ora, di ordine intero, mentre, in
generale, cio’ non sia vero per gli operatori di
differenziazione che compaiono nel secondo membro
della (4.5). Peraltro, e’ anche possibile verificare
come, mediante 1’utilizzo del secondo metodo di
Liouville (per maggiori dettag1# si veda [13] e
[17]), si abbia che per ogni j=1, ..., n-1

(n=-1-j)Y(m/n) —(m/n)—i) _

(4.6) D (t

(=)D p(m/n)(n-j)41) - (m/mdn=g) -1
- T'((m/n)+1) :
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In particolare, sostituendo l1a (4.6) nel
secondo membro della (4.5) e ponendo

(n-1-j)(m/n) r((m/n)(n”,])-‘.-l) A4

TC(m/m)+1) 1

(4.7) k =c —t=1)
J J

’

e possibile ricavare la seguente equazione
differenziale 1lineare, non omogenea, di ordine

(intero) m

n-1 .
(M(t)) = 5" M(t) + j§1 kj t”(m/n)(ﬂ-J)—‘l’

m

(4.8) D

equazione differenziale la cui soluzione risulta,
dunque, equivalente alla soluzione della originaria
equazione differenziale frazionaria (4.2); peraltro,
e’ da porre in evidenza come, ai Tfini della
individuazione della soluzione della equazione
differenziale ordinaria (4.8), 1in generale, non
risulti agevole la determinazione di una sua

soluzione particolare.

5. Osservazioni e considerazioni finali

Da quanto presentato nelle sezioni precedenti,
e’ da notare come, se €@, la soluzione
dell’equazione differenziale =~ frazionaria sia
riconducibile alla soluzione di una equazione
differenziale ordinaria, lineare, non omogenea. In
particolare, nel futuro ci si prefigge di

individuare un metodo generale per la risoluzione
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dell1’equazione differenziale frazionaria anche nel
caso in cui o€R. Inoltre, ci si propone anche di
analizzare 1le proprieta’ di questo particolare
regime di interesse composto frazionario e di

confrontarlo con quelli tradizionali.
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