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DETERMINAZIONE DEI PARAMETRI DI UNA
FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE PARETO-LEVY STABILE*

ELIO CANESTRELLI
MARIA CRISTINA CIPRIANI

Dipartimento di Matematica Applicata ed Informatica, Universita degli Studi di Venezia

MARCO CORAZZA**

Dipartimento di Metodi Quantitativi, Universita degli Studi di Brescia

ABSTRACT In this paper a procedure to estimate the four parameters of a Pareto-
Lévy stable probability distribution is developed. This procedure makes use of
techniques already proposed in literature that have been worked out, improved and
coordinated to eliminate the restrictions present in the same techniques. In this paper
some propositions concerning the estimate method and some asymptotic {-tests to
check the estimations goodness are also proposed. Finally it is presented the results
of the application of the estimation procedure to some Pareto-Lévy stable simulated
time series.

KEYWORDS Pareto-Lévy stable distribution, stock returns, characteristic func-
tion, regression-type estimator, asymptotic ¢-test.

1. INTRODUZIONE

Risultati empirici relativi all’analisi delle serie temporali economico-finanziarie han-
no evidenziato un crescente interesse nei confronti delle distribuzioni di probabilita

* Ricerca finanziata dal CN.R.
** Le proposizioni 3.A.1.1, 3.A.1.3, 3.A.2.1 e 3.A.3.1 ed i corollari 3.A.1.2 ¢ 3.A.2.2 sono dovuti
a Marco Corazza.
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Pareto-Lévy stabili ([1], [3], [4], [7], [8], [12], [15], [16], [22], [23], [27], [28] e [29])
dovuto alla loro capacita di rappresentare distribuzioni di probabilita leptocurtiche,
asimmetriche, con momenti del primo e/o del secondo ordine non esistenti in quanto
infiniti.

Questo lavoro si propone di definire una procedura per la stima dei parametri di
una funzione di probabilita Pareto-Lévy stabile mediante I’utilizzo coordinato di
tecniche (gia presenti in letteratura) che sono state autonomamente sviluppate ([10],
[13], [17], [18], [22], [24] e [26]) e per ognuna delle quali si & effettuato un previo
ed originale affinamento al fine di ridurre gli effetti indesiderati derivanti dai limiti
insiti in queste ultime.

In particolare, nel seguito si illustreranno gli aspetti teorici necessari all’impostazione
ed allo sviluppo della procedura per la stima dei parametri (sezione 2.), si proporra
in dettaglio la procedura stessa (sezione 3.), si proporranno dei tests asintotici di
tipo ¢ per verificare la significativitd delle stime dei parametri ottenute mediante
I’utilizzo di questa ultima (sezione 4.), si presenteranno i risultati dell’applicazione
della procedura di stima a serie temporali Pareto-Lévy stabili simulate (sezione 5.)
e si presenteranno delle osservazioni e considerazioni finali (sezione 6.).

2. ASPETTI TEORICI

Gli aspetti teorici necessari all’impostazione ed allo sviluppo della procedura per la
stima dei parametri riguardano il concetto di quantile di ordine p di una variabile ca-
suale continua e la conoscenza della funzione caratteristica, ovvero della trasformata
di Fourier della funzione di densita, di una variabile casuale Pareto-Lévy stabile, sia
nella sua versione teorica canonica che in quella campionaria.

(2.A) Quantile di ordine p: data una variabile casuale continua X, data la
sua funzione di ripartizione F(z) e dato un prefissato valore reale p € [0, 1], si
definisce quantile di ordine p un valore z,, assumibile dalla variabile casuale, in
corrispondenza del quale la sua funzione di ripartizione ha valore p. Formalmente,
in base alla usuale notazione statistica, si ha:

F(z,) =Pr(X < z,)=1—-Pr(X >z,)=p, p€l0,1]. @2.1)

(2.B) Funzione caratteristica di una variabile casuale Pareto-Lévy stabile: data
una variabile casuale X avente funzione di distribuzione di probabilita Pareto-Lévy
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stabile (per le usuali definizioni di stabilitd nei vari sensi e per ulteriori approfon-
dimenti sull’argomento si rinvia a [12], [14] e [23]), si ha la seguente funzione
caratteristica teorica espressa in forma canonica:

() = exp{iét — |ct|*[1 + i B sgn(®) w(t, a)]} (2.2)

dove

a €]0,2]: esponente caratteristico, fornisce una misura della probabilita totalmente
contenuta nelle parti estreme delle code della funzione di distribuzione di probabilita
(in particolare se o = 2 allora la funzione di distribuzione risulta essere una Normale;
¢ da notare come la varianza della variabile casuale X esista, in quanto finita, solo
in corrispondenza di questo ultimo valore di «, mentre la media della stessa esista,
in quanto finita, solo in corrispondenza dei valori di @ € ]1,2]);

B € [—1,1]: parametro di asimmetria, fornisce una misura dell’asimmetria della
funzione di distribuzione di probabilita (in particolare se 8 = 0 la funzione di distri-
buzione & simmetrica, se § < (>)0 la funzione di distribuzione & asimmetrica verso
sinistra (destra), cioé ha la coda sinistra (destra) piu allungata);

¢ €]0, +oc[: parametro di scala, risulta legato alla varianza, quando esiste finita; ¢
da notare come alcuni autori ({151, [16] e [26]) riformulino la funzione caratteristica
considerando la seguente trasformazione del parametro di scala: v = c%;

6 €] — oc, +oc[: parametro di localizzazione, risulta legato agli indici di posizione,
quando esistono finiti, (in particolare se a € ]1,2] la variabile casuale X ha media
uguale a ¢ e se # =0 la variabile casuale X ha mediana uguale a 6);

’ _ ftan(am/2) seaF1
wit.e) = {(2/w)log t| sea=1"
| - |+ indica la funzione valore assoluto;

sgn(-): indica la funzione segno.

Dato I’insieme finito di variabili casuali X = {X;,j=1,..., N} la cui realizzazione

z={xj,j=1,..., N} specifica una data serie temporale, si ha la seguente funzione

caratteristica campionaria:

Lon . 1 & o
It X) = ]Zzl:exp{tij} =5 > leos(tX;) +isin(tX;)].  (2.3)

j=1
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3. ASPETTI ALGORITMICI

Al fine di stimare i valori dei quattro parametri ¢, §, ¢ € ¢ sono state previamente
affinate e successivamente coordinate a sistema distinte tecniche (come gia ricordato
nella sezione 1.); la procedura di stima cosi approntata si articola, sinteticamente,
nelle tre seguenti fasi:

(3.A) nella prima fase si ottengono le stime consistenti! &y, Bo, & e bo
dei parametri mediante I’utilizzo di cinque predeterminati quantili campionari e di
quattro predeterminate tabelle funzioni dei corrispondenti cinque quantili teorici;

(3.B) nella seconda fase, in un primo momento si utilizzano le stime ottenute
come descritto nella fase precedente per trasformare la serie temporale analizzata z
nella seguente serie temporale standardizzata’:

P=dg=3"20 -1 ... N} 3.1

In un successivo momento, si utilizzano le funzioni caratteristiche teorica e campio-
naria (relative alle variabili casuali standardizzate) per ottenere due distinte relazioni
funzioni di o e di ¢ la prima, di § e di 6 la seconda. In un terzo ed ultimo momento,
si ottengono le stime Gg; € &1 dei parametri mediante una regressione lineare
sulla prima relazione e si ottengono le stime B{),g e 30,2 dei parametri mediante una
opportuna iterazione di una regressione lineare sulla seconda relazione.

(3.C) nella terza ed ultima fase si ottengono le stime finali &, B, tebd
asintoticamente corrette®, consistenti ed efficienti* dei parametri della funzione di
distribuzione di probabilitd associata alle variabili casuali non standardizzate, in
sostanza mediante 1’applicazione iterata di quanto descritto nel punto precedente

' Uno stimatore S N (X) del parametro 9, dove N indica I'ampiezza del campione, si dice che &
consistente se limp_, 400 P{ISN(X) = 9] > e} =0. 7
2 E possibile verificare che, se la variabile casuale X ha una funzione di distribuzione di probabilita

Pareto-Lévy stabile di parametri o, 3, c e 6 allora la variabile casuale standardizzata X/ avra ancora una
funzione di distribuzione di probabilita Pareto-Lévy stabile ma di parametri o, 3, 1 ¢ 0.

~

3 Uno stimatore S N(X) del parametro ¢ si dice che ¢ asintoticamente corretto se
limp_poe B [Sy(X)]=49.
4 Uno stimatore S, N(X) del parametro o9 si dice che ¢ efficiente, relativamente allo stimatore

E{[52.n(X)—-91*}
E{[5|,nC)—9T1}

52, N (X)) dello stesso parametro, se > 1.
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e mediante una opportuna operazione di de-standardizzazione. In particolare, per
determinare ’iterazione ¢*-esima in corrispondenza della quale si ottengono le stime
finali, in un primo momento si definisce la seguente quantita:

Ei = (G; — G+ (B = Bio ) + @ — &) + (6 — &) (3.2)

dove

E;: somma dei quadrati delle differenze fra le stime finali dei parametri ottenute,
rispettivamente, alla iterazione (z — 1)-esima ed alla iterazione ¢-esima;

&;, ,5’,;, i, 5.,;: stime finali dei parametri della funzione di distribuzione di probabilita
associata alle variabili casuali non standardizzate ottenute alla iterazione :-esima;
ed in un secondo momento si determina I’iterazione ¢*-esima come quella che sod-
disfa il seguente criterio di scelta:

E<e se i < M
Ci= {mi“lsigzw E, seit=M+1 (3.3)

dove

¢: prefissato valore di soglia;

M prefissato massimo numero di iterazioni’.

Nel prosieguo della seguente sezione si illustreranno in dettaglio gli aspetti tecnici

relativi all’impostazione ed allo sviluppo della procedura di stima.

3.A. Fasel

In questa fase in un primo momento si determinano come segue i valori dei cinque
quantili campionari Xo.0s )2'0_25, Xo.50, Xo.7s € Xo.os a partire dalla serie temporale
analizzata z:

Passo 1: si ordinano in senso crescente gli elementi della realizzazione {z;,
j=1,..., N}, ottenendo la successione Z; |

5 La presenza in tale criterio di scelta di un secondo “ramo” cosi definito dipende dal fatto che,
nel primo “ramo”, la convergenza della sequenza {E;, ¢ = 1,...} al prefissato valore ¢ non ¢ assicurata.
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Passo 2: si determina il valore del generico quantile campionario X,,, pE
[0, 1] mediante I’utilizzo del seguente stimatore consistente:

2 sep=0 )
& &y sep€lO Il A ]\jEN
Xp = ., sep€l0.if A NeR\N 3.4
Iy sep=1
dove
N=Np+%;

By =[N - Int(]f/)][;’élm(,;,m — Zrnyny) + Eingsyer» con Int() che indica la funzione
parte intera.

In un secondo momento si determinano come segue le stime dei parametri a partire
dai cinque quantili campionari (ottenuti precedentemente) € da quattro predetermi-
nate tabelle funzioni dei cinque corrispondenti quantili teorici.

3.A.1. Stime dei parametri o e [

Al fine di ottenere le stime dei parametri « e (3, si definiscono inizialmente le due

seguenti quantita teoriche:

_ Xo.95s — Xoo0s G.AL1)

Va - -
Xo.75 — Xo0.25

e = Xo.95 + Xo.0s — 2X0.50

5= - - :
Xo.95 — Xo.05

ognuna delle quali pud essere espressa in funzione dei soli parametri « e § e, dunque,

(3.4.1.2)

indipendentemente sia dal parametro ¢ che dal parametro 6, relazioni che, dunque,
possono essere indicate come segue:

Ve = ®1(a, B)
vp = ®a(a, f)

I parametri o e B si ottengono dalla risoluzione del sistema (3.A4.1.3) mediante

(3.4.1.3)

opportune interpolazioni lineari dei valori di v, € di vg tabulati in [24], soluzione
formalmente indicabile come segue:
=V, (Ve, p)

. (3.A.1.4)
B =Y (va, vp)
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Evidentemente, al fine di ottenere dalla (3.4.1.4.) le stime consistenti &g e ,@o, e
necessario predeterminare i valori campionari delle quantita (3.A4.1.1) e (3.4.1.2)
mediante I'utilizzo dei seguenti stimatori consistenti:

p, = =095 = Ao.0s (3.A.1.5)

Xo.75 — Xo0.25

Xo.95 + Xo.0s — 2Xo.50

Dy = 209 i (3.4.1.6)
7 Xo0.95 — X0.05

Infine, relativamente alle quantita (3.4.1.1) e (3.A4.1.2), si danno le seguenti propo-
sizioni ed il seguente corollario:

Proposizione 3.A.1.1. Sia data una variabile casuale avente distribuzione di proba-
bilita Pareto-Lévy stabile simmetrica. Allora per questa si ha:

6 — Xo0.05 _ 6 — Xo.os _ Xogs — ) _ Xoos — 6
§—Xoas Xors—6 66— Xoas Xors—6

(3.A.1.7)

Vo =

Dimostrazione. Nell’ipotesi di una variabile casuale avente una generica distribu-
zione di probabilita simmetrica si ha:

Xp =2Xo0s50 — Xa—p), p€I[O,1] (3.4.1.8)

dove

Xo.s0: mediana della generica distribuzione di probabilita simmetrica.

In particolare, dalla (3.4.1.8), nell’ipotesi di una variabile casuale avente una di-
stribuzione di probabilita Pareto-Lévy stabile simmetrica e, dunque, per la quale si
verifica che la mediana Xy 5o € uguale a 4, si ha che:

X, =26 — Xau-p), pel01]. (3.A.1.9)
Dalla (3.A.1.9) & possibile ottenere, fra le altre, le seguenti relazioni:

Xo0.05 =26 — Xo.05, (3.A.1.10.4)

Xo2s =26 — Xo.15, (3.4.1.10.B)
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Xo.75 = 26 — Xo.25, (3.4.1.10.C)
Xo.05s =26 — Xo.05. (3.A.1.10.D)

Sostituendo, alternativamente, la (3.4.1.10.4) e la (3.4.1.10.D) nel numeratore della
(3.A.1.1) & possibile dare di questo ultimo le due seguenti formulazioni alternative:

. . 206 — X
Xo.95 — Xoos = {ZEXO N i()g; . 3.A1.1D

In maniera analoga, sostituendo, altenativamente, la (3.4.1.10.B) ela (3.4. 1.10.C)
nel denominatore della (3.A.1.1) & possibile dare di questo ultimo le due seguenti
formulazioni alternative:

i 206 — X
Xo75s — Xoas = {2§X0 . gzgi , (3.4.1.12)

Ora, costruendo tutti i possibili rapporti fra le due formulazioni alternative del nu-
meratore (3.A4.1.11) e le due del denominatore (3.4.1.12), si ottengono le quattro
uguaglianze della (3.A4.1.7). |

Corollario 3.A.1.2. Sia data una variabile casuale avente distribuzione di probabilita
Pareto-Lévy stabile simmetrica con mediana appartenente all’asse delle ordinate del
sistema cartesiano di riferimento. Allora per questa si ha:

_ Xoos _ Xoos _ Xoos _ Xoos

- _ 2005 Aoss  A09s (3.4.1.13)
Xo.25 Xo.75 Xoas  Xo7s

Vo

Dimostrazione. Nell’ipotesi di una variabile casuale avente una distribuzione di
probabilita Pareto-Lévy stabile simmetrica con mediana appartenente all’asse delle
ordinate del sistema cartesiano di riferimento si ha:

6=0. (3.A.1.14)

Ora, sostituendo la (3.4.1.14) nelle quattro uguaglianze della (3.4.1.7), mediante
elementari passaggi algebrici si ottengono le quattro uguaglianze della (3.A.1.13).
m

Proposizione 3.A.1.3. Sia data una variabile casuale avente una generica distribu-
zione di probabilitd simmetrica. Allora per questa si ha:

vs = 0. (3.4.1.15)
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Dimostrazione. Dalla (3.4.1.8) si ha:
2Xos0 = A—p +X(1_p), p € [0.1]. (3.A.1.16)

Ora, sostituendo la (3.A4.1.16) nella (3.A4.1.2), mediante elementari passaggi algebrici
si ha:

Xo.95 + Xo.0s — (Xo.95 + Xo.os) _ 0
Xo0.95 — Xo.05 Xo.95s — Xo0.05

vp = = 0. (3.4.1.17)

3.A.2. Stima del parametro ¢

Al fine di ottenere la stima del parametro c¢ si definisce inizialmente la quantita
teorica: x X
y, = =01 7 023 (3.4.2.1)

¢
da cui

Kozs = Kozs (3.42.2)
Ve
dove 1 valori di v, sono ottenuti in funzione di opportune interpolazioni lineari dei
valori di « e di [ tabulati in [24]. Evidentemente, al fine di ottenere dalla (3.4.2.2)
la stima consistente ¢g, & necessario predeterminare i valori campionari delle quantita
Xo.75, Xo0.25, @ € § mediante i loro corrispondenti stimatori consistenti. E da notare
come la stima di v, possa risultare distorta in funzione delle distorsioni delle stime
di o e di f ed in particolare & da notare come gli specifici percentili utilizzati nella
definizione della quantita (3.4.2.1) non garantiscano® anche I’efficienza della stima
Co. A quest’ultimo fine risulta pitt opportuna la definizione della seguente generica

quantita teorica:
o Xp=Xa-p

[

(3.A.2.3)

14
c

dove

f=fle.$)e[0,1].

6 Cid potrebbe riflettersi negativamente sui valori della stima finale di ¢ e di § ottenute nella terza
fase che, come si iliustrera nel seguito, sono anche funzione del valore assunto dalla stima di ¢ in questa
prima fase.
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Tale quantita sara oggetto di studio in un prossimo lavoro.
Infine, relativamente alla quantita (3.A4.2.2), si danno la seguente proposizione ed il
seguente corollario:

Proposizione 3.A.2.1. Sia data una variabile casuale avente distribuzione di proba-
bilita Pareto-Lévy stabile simmetrica. Allora per questa si ha:
= 2(6 — Xoas) _ 2(Xo75 — 9)

Ve Ve

(3.A2.4)

Dimostrazione. Dalla (3.4.1.9) ¢ possibile ottenere, fra le altre, le relazioni
(3.4.1.10.B) e (3.A.1.10.C) che, sostituite, alternativamente, nel numeratore della
(3.A.2.2), danno di questo ultimo le due seguenti formulazioni alternative:

2(6 — Xo.25)
2(Xo75 —0)

Ora, costruendo tutti i possibili rapporti fra le due formulazioni alternative del nume-

Xo75 — X025 = { (3.4.2.5)

ratore (3.A4.2.5) ed il denominatore della (3.4.2.2), si ottengono le due uguaglianze
della (3.A.2.4). L]

Corollario 3.A.1.2. Sia data una variabile casuale avente distribuzione di probabilita

Pareto-Lévy stabile simmetrica con mediana appartenente all’asse delle ascisse del

sistema cartesiano di riferimento. Allora per questa si ha:
2Xo025  2Xo0.75

Ve v

(3.A.2.7)

Dimostrazione. Nell’ipotesi di una variabile casuale avente una distribuzione di
probabilita Pareto-Lévy stabile simmetrica con mediana appartenente all’asse delle
ascisse del sistema cartesiano di riferimento vale la (3.A.1.14).

Ora, sostituendo la (3.A4.1.14) nelle due uguaglianze della (3.4.2.4), mediante ele-
mentari passaggi algebrici si ottengono le due uguaglianze della (3.A4.2.7). [

3.A.3. Stima del parametro 6

Al fine di ottenere la stima del parametro é si definisce inizialmente la quantita

teorica ,
_ & — Xoso

c

(3.A3.1)

Vs
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dove 1 valori di v5 sono tabulati in [24] in funzione di « e di § e dove

€:{6+/3c tan(ra/2) se o #1 : (3.A.32)
6 sea=1
da cui, sostituendo la (3.4.3.2) nella (3.4.3.1), mediante elementari passaggi alge-
brici si ha:
. {c [vs —? tan(ra/2)] + Xoso sea 71 (3.A.3.3)
¢ Vs + Xo.50 se =1

Evidentemente & ancora necessario predeterminare i valori campionari delle quantita
a, B, c e Xg 50 mediante i loro stimatori consistenti, al fine di ottenere dalla (3.4.3.3)
la stima consistente 50.

Un tale approccio alla stima del parametro é & reso necessario dalla “sensibi-
lita” di quest’ultimo alla discontinuita ammessa dalla funzione caratteristica (2.2)
in corrispondenza del valore di « uguale a 1. In particolare & da notare come
lo stimatore proposto per é possa risultare distorto sia in funzione della distor-
sione della stima di vs (a sua volta funzione delle distorsioni di a e di () sia in
funzione delle distorsioni di «, 8 € ¢ che compaiono nella definizione funzionale
(3.4.3.3)". In particolare date N variabili casuali X;, ¢ = 1,---, N, indipendenti
e identicamente distribuite secondo la stessa funzione di distribuzione Pareto-Lévy
stabile di parametri «, 8, ¢ € § & possibile dimostrare che la seguente variabile
casuale

N
1
X =— X; 3.A34
~ 21: ( )

si distribuisce ancora secondo una funzione di distribuzione Pareto-Lévy stabile 1
cui soli parametri « e ( sono uguali a quelli delle identiche funzioni di distri-
buzione associate alle variabili casuali X;, 7 = 1,---,N. E ancora possibile di-
mostrare che, se a # 1, il parametro ¢ delle identiche funzioni di distribuzione
associate alle variabili casuali X;, i=1,---, N, coincide con il valore di quel quan-
tile delle stesse variabili che risulta invariante sotto la trasformazione (3.4.3.4). 1l

7 Cid potrebbe riflettersi negativamente sui valori della stima finale di §, quella ottenuta nella terza
fase, che, come si illustrerd meglio nel seguito, & anche funzione del valore assunto dalla stima di é in
questa prima fase.
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suindicato approccio alternativo alla stima di § si fonda su quanto da ultimo pre-
messo.
Infine, relativamente alla quantita (3.4.3.3), si da la seguente proposizione:

Proposizione 3.A.3.1. Sia data una variabile casuale avente distribuzione di proba-
bilita Pareto-Lévy stabile simmetrica. Allora per questa si ha:

vs =0. (3.A.35)

Dimostrazione. Nell’ipotesi di una variabile casuale avente una distribuzione di
probabilita Pareto-Lévy stabile simmetrica si ha:

B =0, (3.4.3.6)
Xo.s0 = 6. (3.A3.7)

Sostituendo la (3.A4.3.6) e la (3.4.3.7) nella (3.4.3.3) si ha:

5o clvs — 0 tan(nr/2)] +6 seaF1 (3.A.3.8)
T levs+6 sea=1" o

da cui, mediante elementari passaggi algebrici, si ha:

0=V se o # 1 (3.439)
cvg sea=1" T
Ora, poiché il parametro di scala ¢ €]0,+oc[, la uguaglianza (3.4.3.9) si ottiene
quando v = 0. |
3.B. Fasell

In questa fase in un primo momento, utilizzando le stime ottenute nella fase prece-
dente, si determina la realizzazione standardizzata (3.1).

In un secondo momento, utilizzando le funzioni caratteristiche teorica e campio-
naria si determinano due distinte relazioni, funzione dell’esponente caratteristico €
del parametro di scala la prima e del parametro di asimmetria e del parametro di
localizzazione la seconda. Al fine di determinare queste due relazioni si riformula
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come segue la generica funzione caratteristica teorica associata alle variabili casuali
standardizzate:

®(1) = exp(—|ct|*){cos[f(a, B, c, §)] + 1 sin[f(a, B, ¢, 6)]} (3.B.1)

dove®

fla,B.c,8) =6t — |ct|” Bsgn(t) w(t, @).

Relativamente alla determinazione della prima relazione, dalla (3.B.1), mediante
elementari passaggi, si ottiene la seguente trasformazione del suo modulo

log(~ log(|®(t)[*)) = log(2 ¢*) + alog([t]), (3.3.2)

che ¢ funzione dei soli parametri « € c.
Ora, utilizzando la funzione caratteristica campionaria (2.3), dalla (3.B.2) si ottiene
la seguente relazione, lineare in ¢, su cui effettuare la regressione:

yi__=y+a'w;,,+€k, k=1,...,K (3.B.3)

dove

Y, = log(— log(@N(tk,g}(Nz)), con t; quantitd reale opportunamente definita in
[17] come 7k/25 e con g = {z},j=1,...., K < N}

p = 1og(2 c*);

wy = log |ty | = log |wk /25
gr: variabili casuali che rappresentano il termine di errore, per le quali & possibile

3

verificare ([18] e [19]) che si distribuiscono indipendentemente ed identicamente con
media uguale a 0;

K: valore intero determinato mediante una opportuna interpolazione lineare dei
valori tabulati in [17] in funzione della stima di « ottenuta nella fase precedente e
dell’ampiezza N della realizzazione.

8 Relativamente ai parametri della generica funzione caratteristica teorica, al fine di evitare inutili
appesantimenti formali, si & utilizzata la stessa notazione utilizzata per i parametri relativi alla funzione
di distribuzione di probabilita associata alle variabili casuali non standardizzate.
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Relativamente alla determinazione della seconda relazione, nel caso in cui o sia
diverso® da 1, dalla (3.B.1), mediante elementari passaggi, si ottiene la seguente
trasformazione delle sue parti reale ed immaginaria:

3(2(@))
R(@@)

TQ

) = — 3 |ct|* sgn(t) tan (—l———)+6t (3.B.4)

arctan®
( 2

dove

arctan*(-): quantita reale opportunamente definita in [17] in funzione di arctan(-);
3(+): indica la parte immaginaria di un numero complesso;

R(-): indica la parte reale di un numero complesso.

Ora, utilizzando la funzione caratteristica campionaria (2.3) e ricordando che il
valore teorico di ¢ € uguale a 1 (questo per la standardizzazione della realizzazione
x), dalla (3.B.4) si ottiene la seguente relazione, lineare in § ed in £, su cui effettuare
la regressione:

2l =~ |w|sgn(w) tan (325”-) voutm, =1L (3.B.5)
dove
z[ = arctan(S(®n (v, 27))/R(®n (i, 27))) — 7 kn (g, 27), con w; quantitd reale
opportunamente definita in [17] come 7 [/50, con zf, = {z}.i=1,....L < N}e

con kn(u;, 2} ) quantitd intera opportunamente definita la quale rende possibile che
2] sia uguale ad arctan*(S(®n (ur, 27 )/ R(@ N (s, 27)));

n: variabili casuali che rappresentano il termine di errore, per le quali & possibile
verificare ([18] e [19]) che si distribuiscono indipendentemente ed identicamente con
media uguale a 0;

L: valore intero determinato mediante una opportuna interpolazione lineare dei
valori tabulati in [17] in funzione della stima di « ottenuta nella fase precedente €
dell’ampiezza N della realizzazione.

In un terzo momento, mediante una prima regressione lineare sulla (3.8.3) € una
seconda regressione lineare sulla (3.B.5), si ottengono, rispettivamente, le stime

9 E da notare come una tale limitazione sui valori assumibili da o non sia anche presente nella
determinazione della prima relazione. In particolare & possibile verificare che se I’esponente caratteristico
& uguale a 1 il parametro di asimmetria & uguale a 0. Relativamente alla determinazione delle stime dei
parametri ¢ e § di una tale funzione di distribuzione Pareto-Lévy stabile (nella fattispecie detta funzione
di distribuzione di Cauchy) in [20] & stata opportunamente sviluppata e definita una procedura di stima.
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&o € &p, € le stime ,30,2 e 30,2 dei parametri. Relativamente alla regressione
lineare sulla (3.B.3), in un primo momento si ottengono le stime &p; € fi. In un
secondo momento, ricordando la posizione p = log(2 ¢®), si determina la stima Co, 1
in funzione della stima di o secondo la seguente relazione:

exp(i1)

5 (3.B.6)

(/&)
€o,1 = Co,1(f1, Go,1) = [ }

E da notare come la stima Co,1 possa risultare distorta in funzione della distorsione
della stima di .
Relativamente alla regressione lineare sulla (3.B.5), si ottengono come segue le
stime ,@0,2 e 30,2:

Passo 1: si utilizza la stima ¢g ), ottenuta come descritto dalla (3.B8.3), per
definire la seguente trasformazione della realizzazione standardizzata (3.1):

/
Z; x; —(50
gl =9, =25 = doy =T -
' €o,1 ¢o Co,1

dos, j=1,...,N (3.B.7)

dove
Ao,s: quantitd reale opportunamente definita la quale rende possibile, in maniera
computazionalmente pil facile rispetto all’utilizzo di kn (., £} ), che z/', sia uguale
ad arctan*(\s(@N(u; :c,))/%(q)N(u; 7)), con 2, = axctan(\s(@N(uz,g’f,s))/
R(@y (g, 27 ) econzf ;=12 j=1....L< N}

Passo 2 si utilizza la stima &g 1, ottenuta come descritto dalla (3.B.3), € si
utilizza la quantita z;’, per definire la seguente riformulazione della (3.B.5) su cui

effettuare la xegressxone.

iy =P || %! sgn(u;) tan (WC;O'I )} +oéu +m, U=1,---,L; (3.B.3)

Passo 3: si inizializza I’indice s a 0;

Passo 4: si inizializza la quantita reale Ay ; a 0;

Passo 5: si determina la trasformazione (3.B.7) della realizzazione standar-
dizzata (3.1);

Passo 6: si determinano le quantita z;', [ = 1,..., L e si determinano le
quantita arctan*(3(® (v, r,))/’R(@N(uz o, l=1,....L;

Passo 7: se si verifica che z/', # arctan*(3(®n (1w, 1))/ R(@, (ur, 27))) per
qualche [ =1,..., L si va al Passo 8 altrimenti si va al Passo 11;
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Passo 8: si incrementa il valore dell’indice s di una unita;

Passo 9: si aggiorna opportunamente il valore della quantita reale A; o;

Passo 10: si torna al Passo 5;

Passo 11: si ottengono le stime ﬁo,g e 50,2 mediante una regressione lineare
sulla (3.B.8).
E da notare come le stime ﬂAo,g e 30)2 siano funzione della stima di «, per cui possano
risultare distorte in funzione della distorsione di quest’ultima.

3.C. Faselll

In questa fase si ottengono le stime finali dei parametri in sostanza mediante 1’appli-
cazione iterata di quanto descritto nella fase precedente. In particolare in un primo
momento della generica i-esima iterazione, si determinano due distinte relazioni,
funzione dell’esponente caratteristico e del parametro di scala la prima e del para-
metro di asimmetria e del parametro di localizzazione la seconda, analogamente a
quanto fatto nel secondo momento della fase precedente. In un secondo momento
della generica i-esima iterazione, si ottengono le stime &; e ¢ mediante 1’ef-
fettuazione di una regressione lineare sulla prima relazione e si ottengono le stime
ﬂA,;:g e 3,;)3 in funzione di una quantita reale A; ; opportunamente definita mediante
I’effettuazione di una regressione lineare sulla seconda relazione, analogamente a
quanto fatto nel terzo momento della fase precedente. In un terzo momento della
generica t¢-iterazione, si ottengono le stime &;, ﬁA,;, ¢ e 3,- asintoticamente corrette,
consistenti ed efficienti dei parametri della funzione di distribuzione di probabilita
associata alle variabili casuali non standardizzate mediante la seguente operazione
di de-standardizzazione:

&; = &1, (3.C.A)

Bi = Bin, (3.C.B)

G=2 []ént, (3.C.0)
h=0

7 h
bi=8o+e Y Aen [[érn+8din (3.C.D)
=0 r=0 7
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E da notare come le stime C; € Sz siano funzione, rispettivamente, delle stime di c €
delle stime di c e di é ottenute nelle fasi precedenti e nelle iterazioni di questa ultima,
per cui possano risultare distorte in funzione delle distorsioni di queste ultime. In
un quarto ed ultimo momento, mediante 1’utilizzo del criterio di scelta (3.3), si
determina ’iterazione *-esima in corrispondenza della quale si ottengono le stime
finali & = &+, B = Giv, 6= &+ € 6 =§;.

4.  SIGNIFICATIVITA DELLE STIME DEI PARAMETRI

Al fine di verificare la significativita delle stime dei parametri ottenute nella sezione
precedente, in questa si propongono dei tests asintotici di tipo ¢t. Gli aspetti teorici
necessari per la definizione di questi tests riguardano la individuazione delle funzioni
di distribuzione di probabilita associate ai vari stimatori descritti nella sezione 3.. In
particolare in [19] & stata verificata I’evidenza empirica secondo la quale gli stimatori
&;1 e &1 si distribuiscono asintoticamente come una variabile casuale Normale e
secondo la quale, se la funzione di distribuzione di probabilita & simmetrica (cioe
se # =0), anche lo stimatore 3,;’2 si distribuisce asintoticamente come una variabile
casuale Normale. Formalmente, in base alla usuale notazione statistica, si ha:

ﬁ“KCﬁ) _ (i)} L N@©, Say 1) @D

Ci 1

dove

0: vettore (2 x 1) i cui elementi sono numeri 0;

Sa;,,8;,: matrice (2 x 2) delle varianze e delle covarianze campionarie asintotiche
opportunamente definita in [19];

e si ha:

V2ZN@i2~ 8) 5 NQ©,0% ) se f=0 (4.2)

dovel!®

ag _: varianza campionaria asintotica opportunamente definita in [19].

10 1 presenza, o meno, di simmetria nella indagata funzione di distribuzione di probabilita &
determinata in funzione del valore assunto dalla stima puntuale 5; 7.
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In base a quanto da ultimo premesso &, dunque, possibile definire i seguenti tests
asintotici di tipo ¢ associati, rispettivamente agli stimatori Gi1, &1 €, e B;1 =0,

~

6,‘ 2.

4

N =2
te i) = ——————— (& | — @), 43
,,+oo(a.,l) \/S(], l)r‘x;,;,éi,; (& 1 a), 4.3)

N -2
o = —_—(&: 1 — ). 4.4
tc’+00(cz"l) \/5(2, 2)&,‘,1,éi,1 (CZ,I C)‘ ( )

7 —— ~ ~
A 3 ] (bip—68) se [;2=0 (4.5)
[ 2

8;.2

tc,+oo(5i,2) =

dove
le,+00(+): valore campionario assunto dal test asintotico di tipo t da confrontare con

il valore teorico assunto dal test di tipo ¢ in corrispondenza di un prefissato valore
del livello di significativita.

E da notare come la (4.3), in corrispondenza della :*-esima iterazione, fornisca un
test asintotico di tipo ¢ per la stessa stima finale dell’esponente caratteristico relativo
alla distribuzione di probabilitd associata alle variabili casuali non standardizzate
POICh€ & = G;v = @;» .

Tali tests saranno oggetto di studio in un prossimo lavoro.

5. ASPETTI APPLICATIVI E RISULTATI

In questa sezione si presentano gli aspetti applicativi ed i risultati dell’applicazione
della procedura di stima proposta nella sezione 3. a serie temporali Pareto-Lévy
stabili standardizzate simulate. In un primo momento si & puntualizzato il criterio
di scelta (3.3) fissando i valori delle quantity ¢ e M rispettivamente a 1F — 8
ed a 20. In un secondo momento si sono generate, mediante I’utilizzo di procedure
proposte in [6] ed in [25], delle serie temporali Pareto-Lévy stabili standardizzate z,,
m =1,...,13 di ampiezza N = 5000, una in corrispondenza di ognuna delle coppie
(o, B) di valori dei parametri appartenenti all’insieme {(0.5,0.999,1.001,1.5) x
(~0.5,0,+0.5)} U {(2,0)}. E da notare come, per il parametro «, la scelta dei
valori 0.999 e 1.001 sia stata effettuata per poter osservare il comportamento della
procedura di stima nelle “vicinanze” del valore di « in corrispondenza del quale la

funzione caratteristica teorica (2.2) ammette una discontinuitd. In un terzo ed ultimo
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momento si & applicata la procedura di stima ad ognuna delle seguenti sotto-serie
temporali estratte da ogni serie temporale z,,,:

&m;p={xm,q, g=1,....N,} (5.1

dove

1000 sep=1
N, = { 2500 sep=2,

5000 sep=3
cid al fine di osservare il comportamento della procedura di stima all’aumentare
dell’ampiezza campionaria.
I risultati dell’applicazione della procedura di stima alle serie temporali z,, , sono
riportati nella seguente tabella.

Tab. 5.1
A 2 52 A 2 B2 A I %

Ny & Ry R, B R; R ¢ 0 z Aie s
— 0.500 - - -0.500 - — 1000 0.000 - -
1000 0.512 0.981 0.980 -0.530 0.981 0.980 1.079 0.538 8 -0.500
2500 0.540 0.996 0.996 -0473 0995 0.995 1.014 0.533 3 -0.400
5000 0.518 0.996 0.996 -0.571 0.997 0.997 0977 0.594 6 -0.450
- 0.500 - — 0.000 - -  1.000 0.000 - -
1000 0.439 0.950 0.950 0.164 0.688 0.681 1.084 -0.094 13 -0.050
2500 0.454 0.983 0.983 0.002 0912 0910 1.008 -0.008 10 -0.050
5000 0467 0.991 0991 0.013 0987 0.987 1.019 -0.009 12 -0.100
- 0500 — - 0500 - —  1.000 0.000 - -
1000 0.457 0.975 0975 0.334 0.893 0.890 1.154 -0.307 10 0.000
2500 0.488 0.989 0989 0466 0.831 0.827 1.052 -0.448 19 0.000
5000 0494 0.996 0.996 0.423 0931 0.929 0.992 -0429 6 0.000
- 0999 — —  -0.500 - —  1.000 0.000 - -
1000 1.006 0.998 0.998 -0.405 0.997 0.997 1.012 -0.021 18 -0.800
2500 1.008 0.999 0.999 -0.416 0.999 0.999 1.002 0.001 11 -1.000
5000 1.003 1.000 0.999 -0.479 0.999 0.999 1.021 -0.004 4 -0.900
- 0999 — - 0,000 - — 1000 0.000 - -
1000 0.942 0.996 0.996 -0.025 0.858 0.847 1.033 0.019 17 -0.100
2500 0.980 1.000 1.000 -0.018 0.961 0.958 0.986 0.005 18 -0.100
5000 0.9389 1.000 1.000 -0.031 0.961 0.958 0980 0.002 3 -0.100
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- 0999 _ — 0500 -— — 1000 0.000 - —
1000 0.984 0.988 0.988 0.584 0.784 0.768 0953 -0.109 3 -0.050
2500 0.971 0.999 0.999 0502 0.891 0.882 0949 -0.067 7 -0.050
5000 0.974 0.999 0.999 0509 0984 0983 00983 -0055 10 -0.050
— 1001 -— ~  .0.500 - — 1000 0.000 — —

1000 0.944 0.999 0.999 -0.562 0.999 0.999 0977 -0.033 6 -1.000
2500 0.953 0.999 0.999 -0.600 0.999 0999 0995 0015 9 -0.850
5000 0.962 1.000 1.000 -0.512 1.000 1.000 0999 -0.014 11 -0.800
- 1001 — —  0.000 -— — 1000 0000 — @ -

1000 1.001 0.998 0.998 -0.026 0.935 0.930 0936 0032 4 -0.100
2500 1.034 0.999 0.999 -0.040 0963 0960 0995 0094 2 -0.100
5000 1.032 0.999 0.999 -0.005 0931 0926 1.017 0021 4 -0.100
- 1001 — —  0.500 — — 1000 0.000 — -

1000 1.011 0.997 0.997 0.436 0931 0926 0965 0008 7 0.000
2500 0.999 0.999 0.999 0.399 0.862 0852 0952 -0.002 19 0.000
5000 1.009 1.000 1.000 0.437 0950 0.946 0970 -0.005 3 0.000
- 1500 — — 0.500 — — 1000 0.000 — -

1000 1.563 1.000 0.999 -0.391 0.998 0.998 1.006 -0.419 4 -0.350
2500 1.485 1.000 1.000 -0.506 0.998 0.998 0971 -0.517 2 -0.350
5000 1.514 1.000 1.000 -0.497 1.000 1.000 0999 -0486 3 -0.400

- 1500 — - 0000 - - L1000 0.000 - -

1000 1.450 0.999 0.999 0.007 0.930 0.925 1.031 -0.067 1 -0.150
2500 1.532 1.000 1.000 -0.052 0.913 0.907 1.073 -0.066 2 -0.050
5000 1.500 1.000 1.000 -0.029 0.959 0.956 1.036 -0.023 2 -0.050

- 1500 - - 0500 — — 1.000 0.000 - -
1000 1463 0.997 0.997 0.597 0.982 0.980 1.021 0.670 1 -0.050
2500 1480 1.000 1.000 0.590 0.975 0.973 1.026 0.61] 2 0.000
5000 1.480 1.000 1.000 0.514 0.998 0.997 0.996 0569 2 0.000

- 2000 — - 0.000 - — 1000 0.000 - =
1000 1.982 1.000 1.000 -0.357 0.965 0.960 1.015 0.071 2 -0.050
2500 1.994 1.000 1.000 -0.100 0.816 0.796 1.005 0.058 1 0.000
5000 1.992 1.000 1.000 0.041 0.999 0.999 1.004 0.029 2 -0.050
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6. OSSERVAZIONI E CONSIDERAZIONI FINALI

Dai risultati presentati nella Tabella 5.1 si hanno le seguenti osservazioni e conside-
razioni finali relative sia ai valori assunti dalle stime puntuali dei quattro parametri
che alla procedura di stima:

(6.1) il valore assunto da & in corrispondenza di ogni z,, , risulta sempre
“vicino” al valore vero del parametro ««. Ad ognuno di questi valori della stima
risultano associati valori elevati sia di R che di _R—i, il cui intervallo di variazione
¢, per entrambi, [0.950, 1.000];

(6.2) il comportamento del valore assunto da 3 in corrispondenza di ogni
Z,, , Tisulta analogo a quello del valore assunto da &, anche nelle “vicinanze” del
valore di o (¢ = 0999 ¢ o = 1.001) in corrispondenza del quale la funzione
caratteristica teorica (2.2) ammette una discontinuitd. Ad ognuno di questi valori
della stima risultano associati valori elevati sia di R% che di _R/zg (anche se, in media,

leggermente inferiori rispetto a quelli assunti da R% e da _Rf}), il cui intervallo di
variazione &, rispettivamente, [0.688, 1.000] e [0.681, 1.000];

(6.3) il comportamento del valore assunto da ¢ in corrispondenza di ogni
z,, , risulta analogo a quello del valore assunto da &. Ad ognuno di questi valori
assunti dalla stima non & possibile associare una misura della bonta di accostamento
al valore vero del parametro poiché questi non si ottengono direttamente da una
regressione lineare;

(6.4) il comportamento del valore assunto da §in corrispondenza di ogni z,,, ,,
risulta analogo a quello del valore assunto da & nel 70%, circa, dei casi, risultando
“evidentemente lontano” dal valore vero del parametro nel 30%, circa, dei casi. Cid
si pud reputare come conseguenza del fatto che $ & funzione delle stime &, it 50 e
5,-,1, i=1,...,1, per cui, talvolta, pud risultare distorto in funzione delle distorsioni
di queste ultime. Analogamente a quanto si verifica per i valori assunti da ¢ anche
ad ognuno di quelli assunti da é non & possibile associare una misura della bonta di
accostamento al valore vero del parametro;

(6.5) all’aumentare dell’ampiezza campionaria i valori assunti da &, B, tebd
mostrano, in media, un lento “avvicinamento” ai valori veri dei quattro parametri,
evidenziando un comportamento “asintotico” gia in corrispondenza di una ampiezza

campionaria N = 1000;
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(6.6) il valore assunto dalla quantitd ;. ; in corrispondenza di ogni T
risulta diverso da 0 nel 75%, circa, dei casi, evidenziando la necessita di questa

procedura di stima di disporre di dati opportunamente pre-trattati.
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